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Urziceni Ediţia a VI-a, 29-31 ianuarie 2010 

CLASA A IX-A 

Subiectul 1 

Demonstraţi că pentru orice număr natural 𝑛 ≥ 2, are loc inegalitatea 
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Subiectul 2 

Aflaţi al optlea termen al șirului 1440, 1716, 1848, … ai cărui termeni sunt produsul termenilor 

corespunzători (primul cu primul, al doilea cu al doilea, etc) ai anumitor două progresii 

aritmetice. 

Subiectul 3 

Fie 𝑛 ∈ ℕ∗. Demonstraţi că mulţimea  𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… , 𝑛3 + 𝑛2 + 𝑛 + 1, 𝑛3 + 𝑛2 + 𝑛 + 2  

a) conţine cel puţin un pătrat perfect. 

b) conţine puterea a patra a unui număr natural.  

Subiectul 4 

Fie 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 un pentagon și 𝑀,𝑁, 𝑃, 𝑄 punctele de intersecţie ale segmentelor ce unesc 

mijloacele laturilor opuse în patrulaterele 𝐵𝐶𝐷𝐸, 𝐶𝐷𝐸𝐴, 𝐸𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐵𝐶𝐸, respectiv. 

Demonstraţi că 𝑀𝑁𝑃𝑄 este paralelogram dacă și numai dacă 𝐴𝐵𝐶𝐷 este paralelogram. 
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BAREM CLASA A IX-A 

Subiectul 1 

Verificare 𝑃(2)…….……………………………………………………………………..………………………………………….…..1 punct 

𝑃 𝑛 : 1 +
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Reduce 𝑃(𝑛) → 𝑃(𝑛 + 1) la 𝑄 𝑛 :
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………………………………………2 puncte 

Demonstrează prin inducţie 𝑄(𝑛)……………………………………………………………………………………………..3 puncte 

Subiectul 2 

Termenul general este 𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛 + 𝑐…….…………………………….……….…………………………………………..2 puncte 

𝑎 = −72, 𝑏 = 492, 𝑐 = 1020………..…………………………………….…….……………………………………………..3 puncte 

Termenul este 348…………………………………………………………….………..………………………….………………..2 puncte 

Subiectul 3 

 𝑛 + 1 2 este un pătrat perfect………………………………………………………………………………………………...2 puncte 

Presupune prin absurd că există 𝑘4 < 𝑛 cu  𝑘 + 1 4 > 𝑛3 + 𝑛2 + 𝑛 + 2…………………………………2 puncte 

𝑛3 + 𝑛2 + 𝑛 + 2 > 𝑘12 + 𝑘8 + 𝑘4 + 2 >  𝑘 + 1 4……………………………………..….…………………….…3 puncte 

Subiectul 4  

𝑟𝑀 =
1

4
 𝑟𝐵 + 𝑟𝐶 + 𝑟𝐷 + 𝑟𝐸 , etc……………..………………………………………………………….………………………2 puncte 

Calculează 𝑟𝑀 + 𝑟𝑃 − 𝑟𝑁 − 𝑟𝑄………………………………………….……………………………….………………….……2 puncte 

𝐴𝐵𝐶𝐷 paralelogram 𝑟𝐴 + 𝑟𝐶 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐷…………………………….……………………………….………………………2 puncte 

Finalizare……………………………………………………..…………….…………………………………….…………………………1 punct 
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CLASA A X-A 

Subiectul 1. 

Notăm cu 𝑋 mulţimea numerelor naturale mai mari sau egale cu 8 și fie 𝑓: 𝑋 → 𝑋 o funcţie cu 

proprietatea că 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥𝑦 , oricare ar fi numerele naturale 𝑥 ≥ 4 și 𝑦 ≥ 4. 

Dacă 𝑓 8 = 9, calculaţi 𝑓 9 . 

Subiectul 2. 

Fie 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ ℂ astfel încât 

 𝑧1 =  𝑧2 =  
𝑧1𝑧2 + 𝑧2𝑧3 + 𝑧3𝑧1

𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3

 = 1. 

Daţi un exemplu de astfel de triplete cu 𝑧3 = 0. Demonstraţi că dacă  𝑧3 ≠ 0, atunci  𝑧3 = 1. 

Subiectul 3 

Fie 𝑓, 𝑔, 𝑕 ∶ ℤ → ℤ funcţii periodice de perioade 7, 19, respectiv 31. Demonstraţi că dacă 

funcţia 𝑓 + 𝑔 + 𝑕 este constantă, atunci funcţiile 𝑓, 𝑔 și 𝑕 sunt constante. 

(Fie 𝑇 ≥ 1 ǳƴ ƴǳƳŇǊ ƴŀǘǳǊŀƭΦ Spunem ŎŇ ƻ ŦǳƴŎǚƛŜ 𝑦 ∶ ℤ → ℤ ŜǎǘŜ ǇŜǊƛƻŘƛŎŇ ŘŜ ǇŜǊƛƻŀŘŇ 𝑇 ŘŀŎŇ 

𝑦 𝑥 + 𝑇 = 𝑦 𝑥 , oricare ar fi 𝑥 ∈ ℤ). 

Subiectul 4. Rezolvaţi ecuaţiile: 

a)    log0,5 1 + tg2 𝑥 ∙ log0,5 1 + ctg2 𝑥 = 1. 

b)    log1,5 1 + sin2 𝑥 ∙ log1,5 1 + cos2 𝑥 = 1. 
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BAREM  CLASA A X-A 

Subiectul 1 

𝑥 = 𝑦 = 4 → 𝑓 16 = 𝑓 8 = 9……………………………………………………………………………………………….1 punct 

𝑥 = 𝑦 = 8 → 𝑓 64 = 𝑓 16 = 9……………………………………………………………………………………………2 puncte 

𝑓 20 = 𝑓 16 + 4 = 𝑓 64 = 9……………….……………………..……………………………………………….…..2 puncte 

𝑥 = 4, 𝑦 = 5 → 𝑓 9 = 𝑓 20 = 9….………………………………………………………………………………….…..2 puncte 

Subiectul 2 

𝑧1 = 1, 𝑧2 = 𝜔……………………………………………………………………..……………………………….……………..……2 puncte 

Cu 𝑤 =
𝑧1𝑧2+𝑧2𝑧3+𝑧3𝑧1

𝑧1+𝑧2+𝑧3
, rezultă 𝑧3 =

𝑧1𝑧2−𝑤(𝑧1+𝑧2)

𝑤−𝑧1−𝑧2
…………………………………………….……………..……2 puncte 

𝑧1 = 1/𝑧1, 𝑧2 = 1/𝑧2, 𝑤 = 1/𝑤…………………………………………………………………………………………….…..1 punct 

𝑧3 = 1/𝑧3…………………..…………………………………………………………………………………………….……………….2 puncte 

Subiectul 3 

Notăm 𝑝 = 7, 𝑞 = 19, 𝑟 = 31  

𝑇1 și 𝑇2 sunt perioade, atunci 𝛼𝑇1 + 𝛽𝑇2 este perioadă………………..………………………………..………..…1 punct 

𝑝𝑞 este perioadă pentru 𝑕……………………………………………………………………………………..…………......…2 puncte 

𝑕 admite perioadele 𝑝𝑞 și 𝑟 prime între ele, deci 1 este perioadă…………………………..…………........3 puncte 

Finalizare………………………………………………………………………………………..………………………..…………......…1 punct 

Subiectul 4 

a) inegalitatea mediilor și finalizare…………………………………………………….………………..……………………4 puncte 

b) inegalitatea mediilor și finalizare…………………………….……………………………………....……………………3 puncte 
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CLASA A XI-A 

Subiectul 1. Demonstraţi că șirul 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛
2 + 𝑥𝑛

3 − 𝑥𝑛
4, cu 𝑥0 ∈ (0,1) este convergent și 

apoi calculaţi limita șirului 𝑦𝑛 = 𝑛𝑥𝑛 . 

 

Subiectul 2. Fie 𝐴 ∈ ℳ2(ℚ) o matrice cu proprietatea că 

𝐴3 + 𝐴 =
1

4
𝐼2 +

3

2
𝐴2 +

1

4
𝐴4. 

Demonstraţi că există o matrice 𝐵 ∈ ℳ2(ℚ) astfel încât 𝐵2 = 𝐴. 

 

Subiectul 3. a) Fie  𝑎𝑛 𝑛≥1,  𝑏𝑛 𝑛≥1,  𝑐𝑛 𝑛≥1 șiruri de numere reale și funcţiile 𝑓𝑛 : (0,1) → ℝ 

definite pentru orice 𝑥 ∈ (0,1) și 𝑛 ∈ ℕ∗ prin 𝑓𝑛 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥
2 + 𝑏𝑛𝑥 + 𝑐𝑛 . 

Arătaţi că dacă pentru orice 𝑥 ∈ (0,1) avem lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑥) = 0, atunci există un șir de numere 

reale  𝑤𝑛 𝑛≥1 convergent la zero, pentru care  𝑓𝑛 𝑥  ≤ 𝑤𝑛  , oricare ar fi 𝑥 ∈  0,1  și 𝑛 ∈ ℕ∗. 

b) Daţi exemplu de funcţii 𝑔𝑛 :  0,1 → ℝ, 𝑛 ∈ ℕ∗ astfel încât lim𝑛→∞ 𝑔𝑛(𝑥) = 0, oricare ar fi 

𝑥 ∈  0,1 , pentru care nu există niciun șir de numere reale  𝑣𝑛 𝑛≥1 convergent la zero, care să 

satisfacă relaţia  𝑔𝑛(𝑥) ≤ 𝑣𝑛 , oricare ar fi 𝑥 ∈ (0,1) și 𝑛 ∈ ℕ∗. 

 

Subiectul 4. Fie 𝐴 ∈ ℳ𝑛(ℂ) cu det 𝐴 = 𝑑 ≠ 0. Demonstraţi că pentru orice 𝑘 ∈ ℕ∗, avem: 

a) det  …  𝐴∗ ∗… ∗ ∗ = 𝑑 𝑛−1 𝑘   (𝑘 semne " ∗ ") 

b)   …  𝐴∗ ∗ … ∗ ∗ = 𝑑
 𝑛−1 𝑘+ −1 𝑘−1

𝑛 ∙ 𝐴 −1 𝑘    (𝑘 semne " ∗ "). (𝑋∗ este adjuncta matricei 𝑋). 
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BAREM CLASA A XI-A 

Subiectul 1 

𝑥𝑛  mărginit (inferior)……………………..………………………………………………………………………………….………2 puncte 

𝑥𝑛  monoton descrescător……………….…………………………………………………………………………………………2 puncte 

Calculează limita șirului 𝑦𝑛  eventual cu lema Cesaro-Stolz….……………………………………………………..3 puncte 

Subiectul 2 

 𝐼2 − 𝐴 4 = 02……………………………………………………………………………………………………………….……….…1 punct 

 𝐼2 − 𝐴 2 = 02……………………………………………………………………………………………………………….…………3 puncte 

𝐴 =  
1

2
𝐴 +

1

2
𝐼2 

2

……………………………………………………………………………………………………..……………….3 puncte 

Subiectul 3 

𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛  tind la zero (rezultă de exemplu din 𝑓𝑛  
1

2
 → 0, 𝑓𝑛  

1

3
 → 0, 𝑓𝑛  

1

4
 → 0)……………..…….2 puncte 

𝑤𝑛 =  𝑎𝑛  +  𝑏𝑛  +  𝑐𝑛  ……………………………………………………………..………………………..……………….….2 puncte 

Alege 𝑔𝑛 𝑥 = 𝑥𝑛…………………………..…………………………………………………………………..……………….……2 puncte 

 𝑥𝑛  ≤ 𝑣𝑛  nu este satisfăcută dacă 𝑥 =  2/3𝑛 …………………………………………………………………………….1 punct 

Subiectul 4 

(a) ……………………………………………..………………………………………………………………………………………………4 puncte 

(b)..…………………………………………………………………..………..……………………………………………………………..3 puncte 

Notă: Doar pentru verificare (cazul 𝑘 = 1) se acordă 2 puncte (= 1 punct (a) + 1 punct (b)). 
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CLASA A XII-A 

Subiectul 1. Calculaţi 

lim
𝑎→∞

 
𝑑𝑥

 1 + 𝑥2 (1 + 𝑥2010 )
 .

𝑎

0

 

 

Subiectul 2. Fie mulţimea ℱ =  𝑓:  0,1 →  0,1 | 𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢ă, 𝑓 0 = 0, 𝑓 1 = 1  

și aplicaţia 𝑇: ℱ → (0,1) definită prin 𝑇 𝑓 =  𝑓(𝑥)
1

0
𝑑𝑥, oricare ar fi 𝑓 ∈ ℱ. Demonstraţi că: 

a) 𝑇 este surjectivă; 

b) 𝑇 nu este injectivă. 

 

Subiectul 3. Determinaţi toate funcţiile 𝑓:  0,∞ →  0,∞  derivabile, cu derivata continuă, 

astfel încât oricare ar fi 𝑥 ∈  0,∞ , 

 𝑓 𝑥 =  2010 +   𝑓2 𝑡 + 𝑓′2(𝑡) 
𝑥

0

𝑑𝑡 . 

 

Subiectul 4. Pe o mulţime nevidă 𝑆 se definește o lege de compoziţie " ∗ " astfel încât 𝑥 ∗ 𝑥 = 𝑥 

și  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑦 ∗ 𝑧 ∗ 𝑥, oricare ar fi 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆. Arătaţi că legea “ ∗ ” este comutativă. 
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BAREM CLASA A XII-A 

Subiectul 1 

𝑥 = tg 𝑡………………………………………………...…………………………………………………………………..……………..…1 punct 

𝐼 =  
cos 2010 𝑡

sin 2010 𝑡+cos 2010 𝑡

𝜋/2

0
𝑑𝑡............................................................…………………………………………….3 puncte 

𝐼 =
𝜋

2
− 𝐼, deci 𝐼 = 𝜋/4……………………..…………….………………………………………………………………………..3 puncte 

 

Subiectul 2 

a) De exemplu constantă pe [0, 𝑎] și liniară pe [𝑎, 1] sau invers..…………………………………...……..….3 puncte 

b) De exemplu constantă pe [𝑎, 𝑏] și liniară pe [0, 𝑎] și [𝑏, 1]……..…………………………………..…..……4 puncte 

 

Subiectul 3 

Ridicat la pătrat și derivare……………………………………………………………………………………..……………….2 puncte 

 𝑓 𝑥 − 𝑓 ′ 𝑥  
2

= 0, deci 𝑓 𝑥 = 𝑓 ′(𝑥)……………………..…………………………………………………………3 puncte 

𝑓 𝑥 =  2010𝑒𝑥…………………………………………………………………………………………………………………….2 puncte 

 

Subiectul 4 

𝑥 ∗ 𝑦 =   𝑥 ∗ 𝑦 ∗  𝑥 ∗ 𝑦 =………………………....…………………………………………………………….…..……….1 punct 

  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑥 ∗ 𝑦 =    𝑦 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑦 =………………...……………………………………………..…..….……..…3 puncte 

  𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑦 =   𝑥 ∗ 𝑦 ∗  𝑦 =   𝑦 ∗ 𝑦 ∗ 𝑥 =  𝑦 ∗ 𝑥…………………………………………………..……..3 puncte 


